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▼❛t❤❡ ❢ür ■♥❢♦r♠❛t✐❦❡r ✶ ✉♥❞

●r✉♥❞❧❛❣❡♥ ❞❡r t❤❡♦r❡t✐s❝❤❡♥ ■♥❢♦r♠❛t✐❦

❈❤r✐st✐❛♥ ❙t❛❞❡✲❙❝❤✉❧❞t ✭st❛❞❡❅✐♥❢✳❢✉✲❜❡r❧✐♥✳❞❡✮

✷✻✳ ▼❛✐ ✷✵✵✹

Prü❢❡r✿ ❉r✳ ❑❧❛✉s ❑r✐❡❣❡❧

❇❡✐s✐t③❡r✿ ❄

Prü❢✉♥❣s❞❛t✉♠✿ ✷✺✳✵✺✳✷✵✵✹

Pr♦t♦❦♦❧❧ ❡rst❡❧❧t ❛♠✿ ✷✻✳✵✺✳✷✵✵✹

◆♦t❡✿ ✷✱✼

✶ ❱♦r❜❡r❡✐t✉♥❣

❉✐❡ ❱♦r❜❡r❡✐t✉♥❣ ❤❛t ❦♥❛♣♣ ❧ä♥❣❡r ❛❧s ❡✐♥❡ ❲♦❝❤❡ ❣❡❞❛✉❡rt✳ ■❝❤ ❤❛❜❡ ❞✐❡ ❉❡✜♥✐t✐♦♥❡♥
❛✉s✇❡♥❞✐❣ ❣❡❧❡r♥t ✉♥❞ ❞✐❡ ❇❡✇❡✐s❡ ✈❡rs✉❝❤t ♥❛❝❤③✉✈♦❧❧③✐❡❤❡♥✳ ❆❧s ▲❡❦tür❡ ❤❛❜❡ ✐❝❤ ③✉r
❱♦r❜❡r❡✐t✉♥❣ ✈❡r✇❡♥❞❡t✿

• ▼❡✐♥❡ ❆✉❢③❡✐❝❤♥✉♥❣❡♥ ❛✉s ❞❡♥ ❱♦r❧❡s✉♥❣❡♥ ③✉ ▼❛❢■✶ ✉♥❞ ●❚■✳

• ❚❤❡♦r❡t✐s❝❤❡ ■♥❢♦r♠❛t✐❦ ❦✉r③❣❡❢❛sst ✈♦♥ ❯✇❡ ❙❝❤ö♥✐♥❣

✷ ❆t♠♦s♣❤är❡

❍❡rr ❑r✐❡❣❡❧ ❤❛t ❡s s❡❤r ❣✉t ❣❡s❝❤❛✛t ❡✐♥❡ ❛♥❣❡♥❡❤♠❡ ❆t♠♦s♣❤är❡ ③✉ s❝❤❛✛❡♥✳ ❉✐❡
❣❡s❛♠t❡ Prü❢✉♥❣ ❤❛tt❡ ❞❡♥ ❈❤❛r❛❦t❡r ❡✐♥❡s ●❡s♣rä❝❤s ü❜❡r ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡ ❙❛❝❤✈❡r❤❛❧t❡✳
❲❡♥♥ ♠❛♥ ♠❛❧ ♥✐❝❤t ✇❡✐t❡r ✇❡✐ÿ✱ ❣✐❜t ❡r ❣✉t❡ ❍✐♥✇❡✐s❡✳ ❆❧❧❡r❞✐♥❣s ❢r❛❣t ❡r ❛✉❝❤ ❣❡r♥❡
♠❛❧ ♥❛❝❤✱ ✇❡♥♥ ♠❛♥ ❡✐♥ ✇❡♥✐❣ ✉♥s✐❝❤❡r ✐st✳

✶



✸ ❆❜❧❛✉❢ ❞❡r Prü❢✉♥❣

❲❛s s✐♥❞ ❞✐❡ ❇✐♥♦♠✐❛❧❦♦❡✣③✐❡♥t❡♥ ✉♥❞ ✇❛s ❣✐❜t ❡r ❛♥❄

❉❡r ❇✐♥♦♠✐❛❧❦♦❡✣③✐❡♥t✿
(

n

k

)

=
n!

(n − k)!k!
=

(

n − 1
k − 1

)

+

(

n − 1
k

)

▼✐t ✐❤♠ ❜❡r❡❝❤♥❡t ♠❛♥ ❞✐❡ ❆♥③❛❤❧ ❞❡r ❦✲❡❧❡♠❡♥t✐❣❡♥ ❯♥t❡r♠❡♥❣❡♥ ❡✐♥❡r ♥✲❡❧❡♠❡♥t✐❣❡♥
▼❡♥❣❡✳

❲✐❡ ❦♦♠♠t ♠❛♥ ❛✉❢ ❞✐❡ ❡rst❡ ❋♦r♠❡❧❄

■❝❤ ❤❛❜❡ ✐❤♠ ❞❛r❛✉❢ ❡r❦❧ärt ❞❛s s✐❝❤ ❞✐❡s❡ ü❜❡r ❞✐❡ ❦✲P❡r♠✉t❛t✐♦♥❡♥

n · (n − 1) · . . . · (n − k + 1) = n

❣❡t❡✐❧t ❞✉r❝❤ ❦✦ ❤❡r❧❡✐t❡♥ ❧ässt✳

❲✐❡ ❦♦♠♠t ♠❛♥ ❛✉❢ ❞✐❡ ③✇❡✐t❡ ✭r❡❦✉rs✐✈❡✮ ❋♦r♠❡❧❄

❙❡✐ ▼ ❡✐♥❡ ♥✲❡❧❡♠❡♥t✐❣❡ ▼❡♥❣❡✳ ❲✐r ❜❡tr❛❝❤t❡♥ ♥✉♥ ❡✐♥ ❊❧❡♠❡♥t p ∈ M ✳ ❉✐❡ ▼❡♥✲
❣❡ M\ {p} ❤❛t ♥✲✶ ❊❧❡♠❡♥t❡✳ ❏❡❞❡ ❦✲❡❧❡♠❡♥t✐❣❡ ❯♥t❡r♠❡♥❣❡✱ ❞✐❡ ♣ ❜❡✐♥❤❛❧t❡t✱ ❡♥t✲

❤ä❧t ❦✲✶ ❊❧❡♠❡♥t❡ ❛✉s M\ {p}✳ ❙♦♠✐t ❣✐❜t ❡s

(

n − 1
k − 1

)

s♦❧❝❤❡r ❚❡✐❧♠❡♥❣❡♥✳ ❏❡❞❡ ❦✲

❡❧❡♠❡♥t✐❣❡ ❯♥t❡r♠❡♥❣❡✱ ❞✐❡ ❛ ♥✐❝❤t ❜❡✐♥❤❛❧t❡t✱ ❡♥t❤ä❧t ❦ ❊❧❡♠❡♥t❡ ❛✉s M\ {p}✳ ❊s ❣✐❜t

❛❧s♦

(

n − 1
k

)

s♦❧❝❤❡r ❚❡✐❧♠❡♥❣❡♥✳ ❉❛♠✐t ❜✐❧❞❡t ❞✐❡ ❙✉♠♠❡

(

n − 1
k − 1

)

+

(

n − 1
k

)

❞✐❡ ❆♥③❛❤❧ ❦✲❡❧❡♠❡♥t✐❣❡♥ ▼❡♥❣❡♥ ✈♦♥ ▼✳

❲❛s ✐st ❞❡r ❯♥t❡rs❝❤✐❡❞ ③✇✐s❝❤❡♥ ❡✐♥❡r ❜♦♦❧❡s❝❤❡♥ ❋♦r♠❡❧ ✉♥❞ ❡✐♥❡r
❜♦♦❧❡s❝❤❡♥ ❋✉♥❦t✐♦♥❄

❇♦♦❧❡s❝❤❡ ❋♦r♠❡❧♥✿ ❊s ❣✐❜t ❡✐♥❡ ▼❡♥❣❡ p1,p2, . . . ,pn ✈♦♥ ❱❛r✐❛❜❧❡♥✱ ❞✐❡ Pr✐♠❢♦r♠❡❧♥
❣❡♥❛♥♥t ✇❡r❞❡♥✳ ❩✉s❛♠♠❡♥❣❡s❡t③t❡ ❋♦r♠❡❧♥ ✇❡r❞❡♥ ❛✉❝❤ ❞✉r❝❤ ❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ✐♥❞✉❦t✐✈❡♥
Pr♦③❡ss ❞❡✜♥✐❡rt✿

• ❋ür ❛❧❧❡ ❋♦r♠❡❧♥ α ✉♥❞ β s✐♥❞ ❛✉❝❤ α ∧ β ✉♥❞ α ∨ β ❋♦r♠❡❧♥✳

• ❋ür ❥❡❞❡ ❋♦r♠❡❧ α ✐st ¬α ❡✐♥❡ ❋♦r♠❡❧

❇♦♦❧❡s❝❤❡ ❋✉♥❦t✐♦♥✿ ❊✐♥❡ ❜♦♦❧❡s❝❤❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ ✐st ❡✐♥❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ {0,1}n → {0,1} ❞❛r✲
❣❡st❡❧❧t ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ❋♦r♠❡❧ ♦❞❡r ❲❡rt❡t❛❜❡❧❧❡✳

❲✐❡ ❦♦♠♠t ♠❛♥ ✈♦♥ ❡✐♥❡r ❲❡rt❡t❛❜❡❧❧❡ ❛✉❢ ❡✐♥❡ ❡✐♥❡♥ ③✉❣❡❤ör✐❣❡♥ ❚❡r♠❄

❉◆❋ ♦❞❡r ❑◆❋ ❜✐❧❞❡♥✳ ■❝❤ ❤❛❜❡ ❞❛♥♥ ♥♦❝❤ ❡r❦❧ärt ✇❛s ❡✐♥❡ ❑◆❋ ❜③✇✳ ❉◆❋ ✐st ✉♥❞
✇✐❡ ♠❛♥ ❡s ❛♥ ❡✐♥❡♠ ❦♦♥❦r❡t❡♥ ❇❡✐s♣✐❡❧ ♠❛❝❤t✳

✷



❲✐❡ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❢❡stst❡❧❧❡♥✱ ♦❜ ❡✐♥❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ ✐♠♠❡r ✇❛❤r ✐st❄

❚❡st❡♥ ❛❧❧❡r ❇❡❧❡❣✉♥❣❡♥ ✭❜❡✐ ♥ ❱❛r✐❛❜❧❡♥ 2n ❩❡✐❧❡♥✮ ♦❞❡r ♠✐tt❡❧s ❘❡s♦❧✉t✐♦♥s❦❛❧❦ü❧
♣rü❢❡♥✱ ♦❜ ❞✐❡ ◆❡❣✐❡r✉♥❣ ✉♥❡r❢ü❧❧❜❛r✱ ❛❧s♦ ❡✐♥❡ ❑♦♥tr❛❞✐❦t✐♦♥ ✐st✳

❲✐❡ ❢✉♥❦t✐♦♥✐❡rt ❞❛s ❘❡s♦❧✉t✐♦♥s❦❛❧❦ü❧❄

❋♦r♠❡❧ ✐st ✐♥ ❑◆❋ ❣❡❣❡❜❡♥✳ ▼❛♥ ❜✐❧❞❡t ❘❡s♦❧✈❡♥t❡♥ ♥❛❝❤ ❞❡♠ ❘❡s♦❧✉t✐♦♥s❧❡♠♠❛s ✉♥❞
✇❡♥♥ ❞✐❡ ❧❡❡r❡ ❑❧❛✉s❡❧ ❛❜❧❡✐t❜❛r ✐st✱ ❞❛♥♥ ✐st ❞✐❡ ❋♦r♠❡❧ ♥✐❝❤t ❡r❢ü❧❧❜❛r✳

❑ö♥♥❡♥ ❙✐❡ ❞❛s ❘❡s♦❧✉t✐♦♥s❧❡♠♠❛ ❜❡✇❡✐s❡♥❄

❊s ❡①✐st✐❡r❡♥ ③✇❡✐ ❑❧❛✉s❡❧♥ K1 ✉♥❞ K2 ❞❡r ❑❧❛✉s❡❧♠❡♥❣❡ KA ✉♥❞ ❡✐♥ ▲✐t❡r❛❧ l ∈ K1

✉♥❞ l̄ ∈ K2✳ ❲❡✐t❡r❤✐♥ s❡✐ KA ❡r❢ü❧❧t ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❇❡❧❡❣✉♥❣ ω✳

❲❡♥♥ ♥✉♥ ω (l) = 0✱ ❞❛♥♥ ♠✉ss ❡✐♥❡ ▲✐t❡r❛❧ l2 ∈ K1 ❡①✐st✐❡r❡♥✱ s♦ ❞❛ss ω (l2) = 1✱ ❞❛
✐♥ ❡✐♥❡r ❑◆❋ ❥❡❞❡ ❑❧❛✉s❡❧ ❡r❢ü❧❧❜❛r s❡✐♥ ♠✉ss✳

❉❛♥♥ ✇❡♥❞❡♥ ✇✐r ✉♥s ♠❛❧ ❞❡♠ ③✇❡✐t❡♥ ❣r♦ÿ❡♥ ❚❤❡♠❛ ③✉✳ ■♥ ❚■ ❤❛tt❡♥
✇✐r ❥❛ ❛✉❝❤ ♠✐t ❞❡♠ ❊r❢ü❧❧❜❛r❦❡✐ts♣r♦❜❧❡♠ ③✉ t✉♥✳✳✳

■❝❤ ❤❛❜❡ ✐❤♠ ❞✐❡ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ❙❆❚✲Pr♦❜❧❡♠s ❣❡s❛❣t ✉♥❞ ❞❛s ❡s ◆P✲✈♦❧❧stä♥❞✐❣ ✐st✳

❲❛♥♥ ✐st ❞❡♥♥ ❡✐♥❡ ❙♣r❛❝❤❡ ◆P✲✈♦❧❧stä♥❞✐❣❄

❊✐♥❡ ❙♣r❛❝❤ ❧✐❡❣t ✐♥ ◆P✱ ✇❡♥♥ s✐❡ ✐♥ P♦❧②♥♦♠✐❛❧③❡✐t ✈❡r✐✜③✐❡r❜❛r ✐st✳ ❊✐♥❡ ❙♣r❛❝❤❡ ✐st
◆P✲❤❛rt✱ ✇❡♥♥ ❢ür ❛❧❧❡ ❙♣r❛❝❤❡♥ L ∈ NP ❣✐❧t L ≤p A✳ ❊✐♥❡ ❙♣r❛❝❤❡ ✐st ◆P✲✈♦❧❧stä♥❞✐❣✱
✇❡♥♥ s✐❡ ✐♥ ◆P ❧✐❡❣t ✉♥❞ ◆P✲❤❛rt ✐st✳

❲❛s ❜❡❞❡✉t❡t ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧③❡✐t✲r❡❞✉③✐❡r❜❛r❄

L1 ✐st ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧③❡✐t✲r❡❞✉③✐❡r❜❛r ❛✉❢ L2 ❢❛❧❧s ❡✐♥❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ ❢ ❡①✐st✐❡rt✱ s♦ ❞❛ss ❣✐❧t✿
w ∈ L1 ⇔ f (w) ∈ L2✳

❲❡♥♥ ❡s ❡✐♥❡ ▼ö❣❧✐❝❤❦❡✐t ❣✐❜t✱ ❡✐♥❡ ◆P Pr♦❜❧❡♠ ✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❡❧❧❡r ❩❡✐t ③✉
❧ös❡♥✳ ❲❛s ❤ätt❡ ❞✐❡s ③✉r ❋♦❧❣❡✳

❉❛♥♥ ✇är❡ ❛✉❝❤ ❞❛s ❙❆❚ Pr♦❜❧❡♠ ✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❡❧❧❡r ❩❡✐t ❧ös❜❛r✳ ▼❛♥ ü❜❡r❢ü❤rt ❞❛③✉
❡✐♥❢❛❝❤ ❞❛s ❙❆❚✲Pr♦❜❧❡♠ ✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❡❧❧❡r ❩❡✐t ✐♥ ❞❛s ❣❡❧öst❡ ✉♥❞ ❧öst ❞✐❡s❡s ❞❛♥♥✳ ❉✐❡
❑♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✐st ✐♠♠❡r ♥♦❝❤ ✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❡❧❧❡r ❩❡✐t✳

❲✐❡ s✐♥❞ ❞✐❡ ❘❡❣✉❧är❡♥ ❙♣r❛❝❤❡♥ ❞❡✜♥✐❡rt❄

❘❡❣✉❧är❡ ❙♣r❛❝❤❡♥ s✐♥❞ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ r❡❣✉❧är❡ ●r❛♠♠❛t✐❦ ❜❡s❝❤r❡✐❜❜❛r✳

✸



❲❡❧❝❤❡ ➘q✉✐✈❛❧❡♥③❡♥ ❣✐❜t ❡s ❞❛③✉❄

❋♦❧❣❡♥❞❡ ❆✉ss❛❣❡♥ s✐♥❞ äq✉✐✈❛❧❡♥t✿

• ▲ ✐st ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡♥ ❉❋❆ ❜❡s❝❤r❡✐❜❜❛r

• ▲ ✐st ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡♥ ◆❋❆ ❜❡s❝❤r❡✐❜❜❛r

• ▲ ✐st ❞✉r❝❤ r❡✉❧är❡ ❆✉s❞rü❝❦❡ ❜❡s❝❤r❡✐❜❜❛r

• ❉❡r ■♥❞❡① ❞❡r ◆❡r♦❞❡✲❘❡❧❛t✐♦♥ ✐st ❡♥❞❧✐❝❤

❇❡s❝❤r❡✐❜❡♥ ❙✐❡ ❞❛s P✉♠♣✐♥❣✲▲❡♠♠❛✳✳✳

■st ▲ ❡✐♥❡ r❡✉❧är❡ ❙♣r❛❝❤❡✱ ❞❛♥♥ ❣✐❜t ❡s ❡✐♥ n ∈ N ✱ s♦ ❞❛ss ❢ür ❥❡❞❡s z ∈ L ♠✐t |z| ≥ n

❡✐♥❡ ❩❡r❧❡❣✉♥❣ z = uvw ♠✐t

✶✳ |uv| ≤ n

✷✳ |v| ≥ 1

✸✳ uviw ❢ür ❛❧❧❡ i ∈ N

❇❡✇❡✐s❡♥ ❙✐❡ ❞❛s P✉♠♣✐♥❣✲▲❡♠♠❛✳✳✳

❉❛ ▲ r❡❣✉❧är ✐st✱ ❣✐❜t ❡s ❡✐♥❡♥ ❉❋❆ ▼✱ ❞❡r ▲ ❛❦③❡♣t✐❡rt✳ ❲✐r ✇ä❤❧❡♥ ❢ür ♥ ❞✐❡ ❩❛❤❧
❞❡r ❩✉stä♥❞❡ ✈♦♥ M : n = |Z|✳ ❙❡✐ ♥✉♥ ① ❡✐♥ ❜❡❧✐❡❜✐❣❡s ❲♦rt ❞❡r ▲ä♥❣❡ ≥ n✱ ❞❛s ❞❡r
❆✉t♦♠❛t ❛❦③❡♣t✐❡rt✳ ❇❡✐♠ ❆❜❛r❜❡✐t❡♥ ✈♦♥ ① ❞✉r❝❤❧ä✉❢t ❞❡r ❆✉t♦♠❛t |x| + 1 ❩✉stä♥❞❡
✭❞❡♥ ❙t❛rt③✉st❛♥❞ ♠✐t❣❡③ä❤❧t✮✳ ❉❛ |x| ≥ n ❦ö♥♥❡♥ ❞✐❡s❡ ❩✉stä♥❞❡ ♥✐❝❤t ❛❧❧❡ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥
s❡✐♥ ✭❙❝❤✉❜❢❛❝❤s❝❤❧✉ss✮✳ ❆❧s♦ ♠✉ss ❞❡r ❉❋❆ ❡✐♥❡ ❙❝❤❧❡✐❢❡ ❞✉r❝❤❧❛✉❢❡♥✳

❍✐❡r ❤❛t ❍❡rr ❑r✐❡❣❡❧ ❞❛♥♥ ❛❜❣❡❜r♦❝❤❡♥ ✉♥❞ ♠❡✐♥t❡ ❞❛s ❥❛ ❛✉❝❤ ❞✐❡ ❩❡✐t s❝❤♦♥ ❧ä♥❣st
r✉♠ s❡✐✳

✹ ❋❛③✐t

■❝❤ ♠✉sst❡ ❦✉r③ r❛✉s ✉♥❞ ❞❛♥❛❝❤ ✇✉r❞❡ ♠✐r ❞✐❡ ◆♦t❡ ♠✐t❣❡t❡✐❧t✳ ▼❛♥ ✇❛r ❞❡r ▼❡✐♥✉♥❣✱
❞❛ss ✐❝❤ ♠✐❝❤ ❣✉t ✈♦r❜❡r❡✐t❡t ❤ätt❡✱ ❥❡❞♦❝❤ ❞✉r❝❤ ♠❡✐♥❡ ❆✉❢r❡❣✉♥❣ ♦❢t ③✉ ❦♥❛♣♣ ❣❡❛♥t✲
✇♦rt❡t ❤❛tt❡ ✉♥❞ ❛✉❝❤ ♠❛♥❝❤♠❛❧ ❞❡♥ ❡✐♥❡♥ ♦❞❡r ❛♥❞❡r❡♥ ❋❛❦t ❞✉r❝❤❡✐♥❛♥❞❡r ❣❡✇ür❢❡❧t
❤ätt❡✳ ■❝❤ ❜✐♥ ❥❡❞❡♥❢❛❧❧s ♠✐t ❞❡r ◆♦t❡ ③✉❢r✐❡❞❡♥✳

■❝❤ ✇ü♥s❝❤❡ ❛❧❧❡♥ ❞❡♥ ❞✐❡ Prü❢✉♥❣ ♥♦❝❤ ❜❡✈♦rst❡❤t ✈✐❡❧ ❊r❢♦❧❣ ❇❡✐ ❘ü❝❦❢r❛❣❡♥ ✉♥❞✴♦❞❡r
❋❡❡❞❜❛❝❦s s❝❤r❡✐❜t ❡✐♥❢❛❝❤ ❡✐♥❡ ❊✲▼❛✐❧ ❛♥ st❛❞❡❅✐♥❢✳❢✉✲❜❡r❧✐♥✳❞❡ ♦❞❡r ❜❡s✉❝❤t ♠✐❝❤ ✉♥t❡r
❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳t❛❢❦❛s✳♦r❣

✹
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